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ميشل هوبر، فردريك ريكى
مترجم: معصومه عرب پور
مدرس دانشگاه فرهنگيان؛ پرديس شهيد باهنر كرمان

مقدمه
وقتى در كتاب هاى حسابان بيان مى شود كه 00 يك صورت مبهم است، معنايش اين است كه دو تابع f(x) و 
 محاسبه شود. 
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g(x) وجود دارند، به گونه اى كه f(x) و g(x)، هر دو به سمت صفر ميل مى كنند و بايد حد  

اما اگر 0، تنها يك عدد باشد چه مى شود؟ در چنين حالتى، ما بحث مى كنيم كه مقدار آن، برخلاف آن چه كه اغلب 
كتاب هاى درسى مى گويند، كاملاً خوش ـ  تعريف است. در حقيقت، 1=00

كليدواژه ها: صورت هاى مبهم، رفع ابهام

كتاب هاى جبر در عصر حاضر
ــتانى را برداريد خواهيد ديد كه در آن، صفر به توان صفر(00) به عنوان يك  ــى رياضيات دبيرس يك كتاب درس
صورت مبهم بيان شده است. براى مثال، متن زير از يك كتاب درسى رياضى كه در يكى از نواحى نيويورك تدريس 

مى شود، آورده شده است [6]:
قاعدة تقسيم توان ها را با پايه هاى مساوى، يادآورى مى كنيم:

xa÷xb=x(a-b)      (x≠0)
:a=b مساوى است. وقتى b با a نباشد، آن گاه a>b اگر نيازى به اين كه

xa÷xb=xa÷xa=x(a-a)= x0

اما
xa÷xa= 1

بنابراين، به منظور با معنى بودن x0 بايد تعريف زير را بيان كنيم:
x0=1     (x≠0)

 

از آنجا كه تعريف x0=1  براساس تقسيم بنا شده و تقسيم بر صفر ممكن نيست، بايد فرض كنيم x≠0. در واقع 
عبارت صفر به توان صفر يكى از صورت هاى مبهم در رياضى است و غير ممكن است كه يك مقدار را به يك عبارت 

مبهم نسبت داد.

صورت هاى مبهم
در كتاب هاى حساب ديفرانسيل و انتگرال، اين مسئله معمولاً تحت عنوان «قاعده هوپيتال» مطرح مى شود.

. وقتى بخواهيم حد 
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فرض كنيد دو تابع f(x) و g(x) داده شده اند، به طورى كه 
ــت و حد مى تواند مقادير  ــت بياوريم، مى گوييم اين يك صورت مبهم از نوع 00 اس ]  را در a به دس ]
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تابع 

صفر به توان صفر چيسـت؟
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گوناگونى از f و g را به خود بگيرد. در اين حالت، اين سؤال پيش مى آيد كه: آيا مى توان بين 00 به عنوان صورت مبهم 
و 00 به عنوان يك عدد فرق گذاشت؟

ــت. دونالد نوث [7] اشاره مى كند كه يك ايتاليايى به نام  ــت كه مورد بحث بوده اس ــال اس رفتار 00 چند صد س
گوگليمو ليبرى در سال 1830 چندين مقاله دربارة 00 و خواص آن منتشر كرد. با اين حال، اويلر در كتاب «اصول 

جبر» خود [4] در سال (1770)، كه سال ها قبل از ليبرى به چاپ رسيده بود، چنين نوشت:
ــود، كه توان را، يك واحد افزايش  ــرى، توان هاى هر جمله از ضرب جملة قبلى در a توليد مى ش چون در اين س
مى دهد، پس هرگاه جمله اى داده شود، مى توان با تقسيم بر  a، جمله قبلى را به دست آورد. زيرا اين كار، توان را يك 
 يا همان 1 باشد، و اگر به همين ترتيب، با 
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واحد كاهش مى دهد. اين روند نشان مى دهد كه جمله قبل از a1 بايد 
توجه به توان ها، ادامه دهيم، فوراً نتيجه مى گيريم كه جمله اى كه قبل از جملة اول است، a0 است و به اين خاصيت 
قابل توجه برسيم كه a0 هميشه برابر با 1 است. با وجود اين عدد a ممكن است مقادير بزرگ يا كوچكى را به خود 

بگيرد؛ حتى زمانى كه a هيچ باشد، مى  توان گفت كه a0 برابر با 1 است.

مطالبى بيشتر در بارة اويلر:
اويلر در سال 1748 در كتابى با عنوان «مقدمه اى بر آناليز بى نهايت » [5] مى نويسد، «az را يك تابع نمايى در 
نظر بگيريد كه در آن، a عددى ثابت و z يك متغير است». اگر z =0، آن گاه داريم a0=1. اگر a=0، در مقدار az پرش 

.a0=1 آن گاه داريم z=0اگر .az=0،مثبت است z بزرگى برمى داريم وقتى مقدار
اويلر لگاريتم y را به عنوان مقدار تابع z تعريف مى كند به طورى كه az=y. او مى نويسد كه مى دانيم 1 كه مبناى 
ــئله دار بودن00،  ــد و بدين ترتيب، از ارجاع قبلى خود به احتمال مس لگاريتم، بايد عددى صحيح و بزرگ تر از 1 باش

اجتناب مى كند.

جورج بارون
تعريف توان، اغلب با بى دقتى انجام شده است. جورج بارون تقريباً سى سال قبل از اولين مقالة ليبرى، مقاله اى با 
 (1804) Mathematical correspondent ــاب و جبر» [1] در مجلة عنوان «يك بحث كوتاه دربارة واژة توان در حس
منتشر كرد كه با اين تعريف آغاز مى شد: «توان هاى هر عدد، عبارت است از ضرب هاى متوالى كه از يك عدد شروع 

شده و به طور مستمر، آن عدد در خودش ضرب مى شود.»
ــت و 25=5×5×1 كه دومين توان 5 است و همين  ــته بود كه 5=5×1 كه اولين توان 5 اس به عنوان مثال، او نوش
 x2=x1×x و x1=1×x ــان داد كه طور تا آخر. به همين روش توان هاى هر عدد x را مى توان به صورت x1 و x2 و ... نش

كه بدين ترتيب ادامه مى يابد.
ــابهى ما را به يك راه حل دقيق و قابل درك  ــت كه «آيا تعريف مش بارون پس از بيان چند نتيجه، اظهار مى داش
براى آنچه كه توان هيچ ام (توان صفر) اعداد ناميده شده، راهنمايى نمى كند؟» و براى پاسخ به سؤال خود، براى تقسيم 

توان ها قاعده هايى را آدرس مى دهد، و در همان حال، يك نتيجه متفاوت را نيز به دست مى آورد.
اگر توان اول x با جواب x خلاصه شده باشد، به كمك معناى تقسيم داريم توان تبديل به هيچ خواهد شد، ولى 
1 باقى خواهد ماند: 1=[(x)/(1×x)]=[x1/(x)]، يعنى x0=1، كه دراينجا، x نشان دهندة هر عدد دلخواهى است. اما از 

آنجا كه عدد x در اينجا محدود نشده، در نتيجه توان هيچ ام هر عدد، برابر 1 است.
در آن مقاله، بارون نوشته هاى ويليام امرسون (1780) [3] و جارد منيفلد (1802) [9] را دربارة «هيچ» تأييد كرد 
و بحث هاى آن دو را يك پله جلوتر برده و ادعا  نمود كه عدد x مى تواند هر عدد بزرگ يا كوچكى باشد. وى مى نويسد:

«به دنبال تعريف كاربردى ما، براى مقدار بى نهايت كوچك، فرض كنيم x هر مقدار كسرى را نشان دهد. به عبارت 
.x1=1×x هر مقدارى از اعداد را نشان دهد (جزئى از واحد اندازه گيرى آن). در اين صورت تعريف مى كنيم x ،ديگر

حال فرض كنيد اين ضرب در x خلاصه شده باشد و به دلايل پيشرفته ترى كه قبلاً آورديم، داريم: x0=1. چون در 
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اينجا x يك مقدار كسرى بدون هيچ محدوديتى از مقادير خيلى كوچك است، بنابراين فرض كنيد x با كاهش 
تدريجى از مقدار كنونى خود، از بين اعداد خيلى كوچك عبور كند تا اين كه x به هيچ برسد. واضح است كه در طول 
اين كاهش يا نزول x ، x0 همواره مساوى يك واحد ثابت است و دقيقاً در لحظه اى كه x به هيچ چيز تبديل شود، 

x0 يا 00 نيز برابر يك است.»

البته بارون، هيچ اشاره اى به صورت مبهم عبارت نمى كند و مقالة خود را با توضيح زير، به پايان مى رساند:
همچنين چون به ازاى هر مقدار x داريم x0=1، در نتيجه لگاريتم 1 در هر مبنايى، برابر 0 است.

گوگليمو ليبرى و كوشى آگوستين
با توجه به مقالة نوث ليبرى (1833) [8] تحت عنوان «توليد چندين ريز موج در آب هاى رياضيات، هنگامى كه 
چيزى ريشه اى به نظر مى رسد چرا كه بحث دربارة اينكه آيا 00 تعريف شده است؟ ايجاد مى شود». اكثر رياضيدانانِ 
حاضر توافق دارند كه1=00 با اينكه آگوستين لوئيس كوشى در كتاب خود با عنوان دورة آناليز (1821) [2]، 00 

را در جدولى از صورت هاى تعريف نشده آورده است.
بديهى است كه استدلال ليبرى قانع كننده نبود. بنابراين آگوست موبيوس به دفاع از خود برآمد. موبيوس سعى 
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كرد به وسيلة اثبات فرضى از 1=00، از خود دفاع كند. (در اصل اثباتى از اينكه 
ــاير رياضيدانان پيش آمد كه «آيا زمانى كه كارهاى جمع آورى شدة  ــؤال براى س پس از اين مجادله ها، اين س
موبيوس منتشر شود، اين سابقة تاريخى به آرامى حذف خواهد شد؟». نوث در جواب مى نويسد: «نه، نه، ده هزار بار 

نه!» و بيان مى كند كه «بحث با اين نتيجه پايان مى يابد كه 00، بايد تعريف نشده باشد.»
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شايد اگر كوشى مفهوم 00 را به عنوان يك صورت حدّىِ تعريف نشده توسعه مى داد، آن گاه مقدار حد 
مبهم است، هرگاه f(x) و g(x) هر كدام جداگانه به صفر نزديك شوند. نوث در مقالة خود با عنوان «مقدار 00 به مرتب 

راحت تر از0+0 است»،  ما را به ياد قضية دو جمله اى مى اندازد:
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ــت برقرار باشد، آن گاه رياضيدان ها  اگر اين قضيه براى هر دو عدد صحيح، كه حداقل يكى از آن دو نامنفى اس
بايد باور داشته باشند كه 1=00، مى توان x=0 و y=1 را در رابطة فوق قرار داد. سمت چپ به 1 و سمت راست به 

00 مى رسيم.

مثال ها: در سال 1970، هربرت واون [10] براى به رسميت شناختن 1=00 به استدلال پرداخت. براى اين 
منظور او سه مثال زير را تهيه كرد:

مثال 1: در تصاعد هندسى نامتناهى زير: 
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براي هر x كه 

اگر x=0 آن گاه x|=|0|<1| كه نتيجه مى دهد:
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مجموع نامتناهى به صورت 1=...+02+01+00 باز مى شود. به گفتة واون، اگر 00 تعريف شده نيست، اين مجموع 
بى معناست. علاوه بر آن اگر 1 ≠ 00 آن گاه اين مجموع غلط است.

مثال 2: اين مثال از مجموع نامتناهى ex ناشى مى شود كه به صورت زير نوشته مى شود:
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 ،x براي هر

هر كس قبول دارد كه 1=!0 ، اگر قرار دهيم x=0 مجموع بالا به صورت زير در مى آيد:

[ ]

[ ]

g(x)

x a

x a

x

x

n k n k

n

n

n

n
n

x

n
n

n

(f (x)
lim f (x)

lim g(x)

a
a
x / (x) ( x) / (x)

lim x

n n
(x y) x y

k k

x
x

x

x

x e
(n )!

e
(n )!

... ...
! ! !

f

+

→

→

→

−

∞
−

=

∞
−

=
−∞

=
−∞

=

=

=

  = × = 

 
+ =  =  

=
−

〈

= 〈

= =
−

=
−

=
−

+ + + = + + + =

∑

∑

∑

∑

∑

1

0

1

1

1

1
1

1
1

0

1
0 1 2 0

0

0

0

1 1

0

1
1

1
0 1

10 1
1 0

1

0
1

0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 1

g(x)

x
(x)
→

 
  0

مجموع مى تواند به صورت زير باز شود:
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طرف راست مجموع e0 است كه مساوى 1 است. پس 1=00.
مثال 3: سومين مثال واون برگرفته از عدد اصلى يك مجموعه از نگاشت هاست. به توان رساندنِ يك عدد اصلى 

در نظرية مجموعه ها به صورت زير تعريف شده است:
ab، عدد اصلى مجموعة نگاشت هايى از يك مجموعة b عضوى به يك مجموعة a عضوى است. براى مثال 8=23. 

زيرا هشت نگاشت از مجموعة {x , y , z} به مجموعة {a , b} وجود دارد، به منظور محاسبة 00 تعداد نگاشت ها از 
مجموعة تهى به خودش را تعيين مى كنيم. دقيقاً يك چنين نگاشتى وجود دارد كه مجموعة تك عضوى تهى است. 

واون نوشته است «بنابراين تا آنجا كه به اعداد اصلى مربوط است، 1=00». 
چه وقت يك رياضيدان ممكن است بخواهد صفر به توان صفر چيزى شود كه مبهم نباشد؟ اگر براى مثال، تابع 
f(x,y)=xy را مطرح كنيم، مبدأ مختصات يك نقطة ناپيوستگى تابع است، صرف نظر از اينكه چه مقدارى را به 00 نسبت 

دهيم. تابع xy نمى تواند در x=y=0 پيوسته باشد، چون حد xy در امتداد خط x=0 برابر 0 است. اما حد xy در امتداد 
خط y=0 برابر 1 است، نه صفر. براى سازگارى و سودمندى، يك انتخاب طبيعى بايد به صورت تعريف 1=00 باشد.

نتيجه گيرى
ما به اين روش تدريس (پداگوژى) ارج مى نهيم كه «ابتدا به دانش آموزان بگوييم چه مى خواهيم بگوييم. بعد آن را 

بگوييم، بالاخره به آن ها بگوييم چه گفتيم» و با اشاره به اين روش، مبحث خود را جمع بندى مى كنيم.
اگر شما با حد كار مى كنيد، آن گاه 00 يك صورت مبهم است. اما اگر با جبر معمولى سر و كار داريد، آن گاه 1=00.
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